Звертаємо увагу, що пропоновані матеріали є вказівками до розв’язання задач ІІ етапу олімпіади з математики і не містять повного обґрунтування. 
Окрім того учні можуть знайти розв’язок, якій відрізняється від запропонованого.
6 класс

1. Придумайте дробь, которая больше, чем 9/10, но меньше, чем 10/11. Ответ поясните. 

Решение Приведем к общему знаменателю: 9/10 = 99/110; 10/11 = 100/110. Умножим числители и знаменатели полученных дробей на какое-либо натуральное число, например, на 2. Получим дроби: 198/220 и 200/220. Искомой дробью является, например, 199/220. К такому же ответу приводит рассуждение о том, что полусумма двух положительных чисел "находится между ними". 

Другой возможный способ решения связан с переводом данных дробей в десятичные: 9/10 = 0,9; 10/11 = 0,9090... , тогда, искомой дробью является, например, 0,905. 

2. В корзине лежат 13 яблок. Имеются весы, с помощью которых можно узнать суммарный вес любых двух яблок. Придумайте способ выяснить за 8 взвешиваний суммарный вес всех яблок. 

Решение Взвесим яблоки парами, например, первое и второе, третье и четвертое, ..., одиннадцатое и двенадцатое. Это - 6 взвешиваний. Седьмое взвешивание - одиннадцатое и тринадцатое яблоко; восьмое - двенадцатое и тринадцатое. Тогда, сложив результаты трех последних взвешиваний, получим удвоенный вес яблок N 11, N 12 и N 13, и, значит, сумеем вычислить и суммарный вес всех яблок. 

	[image: image23.png]


3. Разрежьте фигуру (см. рис.) на 5частей одинаковой формы и одинакового размера так, чтобы в каждую часть попало ровно по одному серому квадратику. 
	[image: image24.png]


Решение. 




4. В городе Пряничном мэр задумал ввести налог на пряники - каждый, кто покупает пряник, должен заплатить 20% от стоимости пряника в городскую казну. А заместитель же мэра предложил поднять цену на пряники на 20%, и забирать в казну 20% выручки продавцов. Какое из двух предложений (мэра или его заместителя) принесет в казну больше денег? 

Решение Пусть стоимость пряника – x рублей. Тогда, в первом случае, казна получит с каждого пряника 0,2x рублей, а во втором случае - 1,2х*0,2 = 0,24x рублей. 

7 класс

1.а=1 – х – любое, а≠1 х=-1. ответ записанный дробью тоже считается правильным
2. 4."Жигули" и "Москвич" одновременно подъехали к бензоколонке, находящейся в 40км по шоссе от поста ГАИ. "Москвич" проехал мимо этого поста на полчаса позже "Жигулей". С какой скоростью ехал "Москвич", если скорость "Жигулей" – 80 км/ч? 

Выясним, в каком направлении ехала каждая машина. Предположим, что "Жигули" ехала в направлении от поста ГАИ к бензоколонке. Так как расстояние между ними - 40 км, а скорость "Жигулей" - 80 км/ч, то "Жигули" затратили на этот путь 0,5 часа. Но, в этот момент, согласно условию, "Москвич" должен проезжать пост ГАИ, поэтому у бензоколонки находиться не может. Значит, "Жигули" ехало в противоположном направлении. "Москвич" ехал в том же направлении, что и "Жигули", поскольку проезжал пост ГАИ на полчаса позже, значит, на путь в 40 км он затратил 1 час, то есть, его скорость - 40 км/ч. 

[image: image25.png]


3. Покажите, как разрезать данную фигуру (см. рис.) на четыре одинаковые части и сложить из них квадрат 6*6 с шахматной раскраской. 

Решение Заметим, что между клетками одного цвета должен обязательно пройти разрез, и получим ответ (см. рис.): 

[image: image1.png]



4. У Вани работает 10 сотрудников. Каждый месяц Ваня повышает зарплату на 1рубль ровно девятерым (по своему выбору). Как Ване повышать зарплаты, чтобы сделать их одинаковыми? (Зарплата - целое число рублей.) 

Решение Тот, кому не добавили рубль, относительно других сотрудников этот рубль теряет. Не будем доплачивать сотруднику с самой большой зарплатой до тех пор, пока его зарплата не сравняется с той, которая была самой маленькой (если сотрудников с наибольшей зарплатой - несколько, то выберем любого из них). Таким образом, наименьшую зарплату будут иметь, по крайней мере, двое сотрудников. Затем, снова выберем сотрудника с самой большой зарплатой и не будем ему доплачивать, пока его зарплата не сравняется с той, которая была самой маленькой, и получим не менее трех сотрудников с одинаковой зарплатой. Проделав такую операцию не более девяти раз, Ваня сможет уравнять все зарплаты. 

8 класс

1. а=±5 решений нет, а≠±5 х=
2. Два торговца купили в городе одинаковое количество товара по одной и той же цене и увезли каждый в свою деревню продавать. Первый продавал товар в два раза дороже закупочной цены. Второй сначала поднял цену на 60%, продал четвертую часть товара, затем поднял цену еще на 40% и продал остальное. Кто из них выручил больше денег? 

Пусть стоимость всего купленного товара – x рублей, тогда, первый торговец продал весь товар за 2x рублей. Второй - сначала продал четверть товара, подняв цену на 60%, то есть, получил за это 1,6*0,25xрублей. Затем продал остальное, подняв новую цену еще на 40%, то есть получил 1,6*1,4*0,75x рублей. Получается, что второй продал весь товар за 1,6*0,25x+ 1,6*1,4*0,75x= 0,4x+ 1,68x= 2,04x(рублей). Это больше, чем 2x, значит, второй выручил больше денег. 

[image: image26.png]


3. В треугольнике АВС проведена медиана ВD. Точки E и F делят медиану на три равных отрезка (BE = EF = FD). Известно, что AB= 1 и AF = AD. Найдите длину отрезка CE. 

Решение Докажем, что треугольники ABF и CЕD равны. 

Заметим, что AF= DC и BF= ED. Так как AFD- равнобедренный треугольник, то 
[image: image2.wmf]Ð

AFD= 
[image: image3.wmf]Ð

ADF. Углы, смежные с ними, также равны: 
[image: image4.wmf]Ð

AFB= 
[image: image5.wmf]Ð

EDC. Следовательно, 
[image: image6.wmf]D

ABF= 
[image: image7.wmf]D

CЕD по двум сторонам и углу между ними, значит, CE= AB. Ответ: СЕ= 1. 

4. Из трех мальчиков, которых зовут Антон, Ваня и Саша, только один всегда говорит правду. Антон сказал: "Ваня не всегда говорит правду", Ваня сказал: "Я не всегда говорю правду", а Саша сказал: "Антон не всегда говорит правду". Кто же из них всегда говорит правду, если известно, что по крайней мере один из них солгал? 

Решение  1) Легко видеть, что Ваня говорит правду (если предположить, что он лжет и высказывание "Я не всегда говорю правду" - не является правдой, то правдой будет: "Я всегда говорю правду", то есть, получится противоречие). 

2) Так как смысл высказывания Антона такой же, то Антон тоже говорит правду. 

3) По условию, один из мальчиков солгал, значит, это - Саша. 

4) Саша сказал: "Антон не всегда говорит правду" - и при этом солгал, значит, Антон всегда говорит правду. 

9 класс

1. а=-3 – х-любое, а>-3: х>(6а-1)/(а+3), а<-3: х<(6а-1)/(а+3)
2. Деякі сторони клітинок шахівниці (8
[image: image8.wmf]´

8) пофарбовано у червоний колір, а інші – у синій колір. Дозволяється обирати деяку клітинку дошки і перефарбовувати всі її сторони одночасно у протилежний колір. Чи завжди можна зробити декілька перефарбувань таким чином, щоб синіми стали менше ніж 
[image: image9.wmf]1

4

 від усієї кількості сторін клітинок?

Розв’язання. Не завжди. Зауважимо, що всього можна зафарбувати 144 одиничних відрізки – сторони клітинок. Тоді зафарбуємо по 9 горизонтальних сторін клітинок першого, третього, п’ятого та сьомого стовпців шахівниці у синій колір. При цьому отримаємо 72 вершини клітинок, з яких виходить непарна  кількість синіх відрізків. Зрозуміло, що при всіх перефарбовуваннях вона залишатиметься непарною, а отже, кількість вершин, з яких виходять сині відрізки, зменшитися не може. Оскільки кожен такий відрізок сполучає лише дві вершини, то кількість синіх відрізків не менша за 72:2=36=144:4.

3. Дана трапеция АВСD(ВС|| DA). Через середину М боковой стороны АВ проведена прямая, параллельная основаниям. Биссектриса угла АВС пересекает эту прямую в точке О. Докажите, что АО- биссектриса угла BАD. 

Решение  Пусть K- точка пересечения BK и AD(см. рис.). 

[image: image27.png]


Так как 
[image: image10.wmf]Ð

AKB=
[image: image11.wmf]Ð

CBK= 
[image: image12.wmf]Ð

ABK, то DABK- равнобедренный (AB= AK). O- середина BK(по теореме Фалеса), значит, АО- медиана 
[image: image13.wmf]D

ABK, которая одновременно является и биссектрисой. Следовательно, АО- биссектриса угла BАD, ч. т. д. Суть приведенного решения не изменится, если AD будет меньшим основанием трапеции. Также возможны схожие рассуждения, связанные с доказательством равнобедренности треугольников BМО и АМО. 

4. Докажите, что если a, b, c- нечётные числа, то хотя бы одно из чисел ab - 1, bc – 1 или ac - 1 делится на 4. 

Решение  Остаток от деления нечетного числа на 4 может быть либо 3, либо 1. Если среди чисел a, b, c есть хотя бы два числа, остатки от деления которых на 4 равны 1, то их произведение при делении на 4 также даёт остаток 1. Следовательно, разность этого произведения и единицы делится на 4, ч. т. д. 

В противном случае, среди данных найдутся хотя бы два числа, остатки от деления которых на 4 равны 3. Так как (4m+ 3)*(4n+ 3) - 1 = 16mn+ 12m+ 12n+ 8 = 4(4mn+ 3m+ 3n+ 2), то разность произведения этих чисел и единицы делится на 4, ч. т. д. 

10 класс

1. Знайдіть всі значення параметра а, при яких система рівнянь  
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 має єдиний розв’язок.

Розв’язання. Перепишемо задану систему рівнянь у вигляді:
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 Отримали систему із рівнянь двох кіл, відстань між центрами яких дорівнює 5. Ця система матиме єдиний розв’язок тоді і тільки тоді, коли такі кола дотикатимуться одне до одного, тобто коли сума або різниця їх радіусів дорівнюватиме 5. Звідси знаходимо 
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2.  Пусть а1, а2, а3, ... а2013- некоторые целые числа. b1, b2, b3, ... b2013- те же числа, записанные в другом порядке. Докажите, что произведение (a1-b1)*(a2-b2)*(a3-b3)*...*(a2013-b2013) является четным числом. 

Решение  Каждый из множителей - целое число. Предположим, что произведение не является четным числом, тогда все множители должны быть нечетными. Так как количество множителей также нечетно, то их сумма должна быть нечетным числом, но эта сумма, очевидно, равна нулю. Полученное противоречие доказывает ошибочность предположения, то есть, данное произведение является четным числом, ч. т. д. 

3. На гипотенузе AB прямоугольного треугольника ABC во внешнюю сторону построен квадрат со стороной AB. Точка D- центр этого квадрата. Найдите величину угла ACD. 

Решение  Рассмотрим окружность, описанную около прямоугольного треугольника ABC

Отрезок AB является диаметром этой окружности. Так как 
[image: image18.wmf]Ð

ADВ= 90o, то точка Dлежит на этой окружности. По теореме об углах, вписанных в окружность, 
[image: image19.wmf]Ð

ACD= 
[image: image20.wmf]Ð

ABD= 45o. 

4. После того, как Левша подковал блоху, блоха совершает каждый следующий прыжок вдвое короче предыдущего: если первый прыжок был длиной в аршин, то второй - в пол-аршина, третий - в четверть аршина и т. д. Сможет ли блоха побывать в какой-нибудь точке плоскости дважды? 

Решение  Пусть блоха попала в какую-то точку. Рассмотрим дальнейшие ее прыжки. Их длины составляют геометрическую прогрессию со знаменателем 0,5. Рассмотрим сумму этой прогрессии. Используя формулу 

Sn= b1(qn-1)/(q-1), получим: 

Sn= b1(2-(1/2n-1)) = 2b1-(b1/2n-1). 

Sn-b1= b1- (b1/2n-1) < b1, то есть длина первого прыжка больше суммы всех остальных. Ломаная, у которой длина одного звена больше суммы длин остальных звеньев, не может быть замкнутой, следовательно, вернуться в исходную точку блоха не сможет. 

Ответ: нет. 

11 класс

1. Определите количество корней уравнения sin €x* tg €x= tg €x, принадлежащих промежутку [0; 2013]. 

Решение  Данное уравнение равносильно совокупности 
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Множество корней уравнения 
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 совпадает с множеством целых чисел. Система - несовместна. Следовательно, корнями исходного уравнения являются целые числа и только они. На отрезке [0; 2013] таких чисел 2014. 

2. Докажите неравенство: (ab+bc+ca)/2<c2, если a и b- катеты прямоугольного треугольника, а c- его гипотенуза. 

Решение  Данное неравенство равносильно неравенству: ab+bc+ca<2c2, которое, в свою очередь, равносильно неравенству ab+bc+ca<a2+b2+c2(теорема Пифагора). Для доказательства последнего неравенства рассмотрим и преобразуем разность между его правой и левой частью: 

a2+b2+c2-ab-bc-ca= (1/2)(2a2+2b2+2c2-2ab-2bc-2ca) = (1/2)((a-b)2+(b-c)2+(c-a)2)>0. 
Так как a, b и c- стороны прямоугольного треугольника (который не может быть равносторонним), то последнее неравенство - строгое. Таким образом, выполняется и исходное неравенство, ч. т. д. 

3. Точки M и N лежат, соответственно, на сторонах BC и CD параллелограмма ABCD, причём BM:MC= 1:3 и CN:ND= 2:5. Отрезки AN и DM пересекаются в точке K. Найдите отношение AK:KN. 

[image: image28.png]


Решение  Проведем через точки B и C прямые, параллельные прямой DM(см. рис.). 

Обозначим точки пересечения этих прямых с прямой AN соответственно Е и F. Так как треугольники CNF и DNK- подобны, то FN:NK= CN:ND= 2:5, тогда, FN=(2/5)NK. По теореме о пропорциональных отрезках, EK:KF= BM:MC= 1/3, тогда, EK= (1/3)KF= (1/3)(KN+NF) = (1/3)(KN+(2/5)KN) = (7/15)KN. Проведем CY||AN, тогда, треугольники CYB и AKD равны, следовательно, AK= CY. Так как CFEY- параллелограмм, то EF=CY=AK. Поэтому, AK:KN=EF:KN= (EK+KN+NF):KN= ((7/15)KN+KN+(2/5)KN):KN= 28:15. 

4. Довести, що існує нескінчена кількість функцій f: R(R для яких f(x+1)-f(x)=2x?
Відповідь: наприклад,  f(x)=x2-x+a, де а довільне дійсне число.
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